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微分方程问题双边不等式
数学规划解法的进展

朱宝安
(天津大学分校 )

l摘要」 微分方程问题双边不等式数学规划解法与现有的其它近似解法不同
。

该方法在未知解析

解的情况下
,

可找到较精确解偏大的最小近似解和偏小的最大近似解
,

可用数值表示出近似解的

上边界和下边界
,

使算题人员在计算过程中随时控制计算精确程度
,

既不浪费机时也不致于盲

目终止计算
,

使计算过程终止在经济精度上
。

1
.

解题的思路和近年来的进展

微分方程问题双边不等式数学规划解法是在近年来逐步完善的微分方程最大值原理的基

础上生成的
,

该方法把加权残值法与数学规划技巧结合起来形成一种颇具特色的数值解

法
。

加权残值法是一种加权积分法
,

解题时应事先构造试函数 u ( x
,

a)
,

此处的试函数是

由坐标函数 u 、

(x )( i = 1
,

2
,

一 n) 的某种线性组合表示的
,

x 可以是一维 的
,

也可是多

维的自变量
,

a 是待定系数
,

它的分量与 u ,

的线性组合表示微分方程问题的近似解
。

由于

u ( x
,
a )不是微分方程问题的精确解

,

所以将它代人微分方程中以后
,

微分方程式不再是原

来的等式
,

而必然出现残差
。

对于上述微分方程的残差乘以权函数
,

然后再进行积分并令

其为零
,

使可以建立若干个代数方程式
。

对于微分方程问题的某些定解条件
,

也可用类似

的方法得到另一批代数方程式
。

以上所有的代数方程式的数目恰等于待定系数 a 的分量数

目时
,

求解代数方程组可得到一系列待定系数以及最后的近似解
。

在双边不等式数学规划

近似解法中
,

当前对于权函数只取为 D i r ac d el at 函数或只取为 l
。

也就是
,

当前只用到了

加权残值法中的两个基本方法
,

即配点法或子域法
。

以上所说的是通常的加权残值法
,

然

而
,

在本文中所用到的是数学规划加权残值法
。

把数学规划与加权残值法结合起来寻求微

分方程问题最佳近似解的工作可见于文献 【l
,

2]
。

文献 ! l] 把配点法与线性规划中的单纯

形法结合起来
,

考虑到问题的物理背景条件
,

分析了微分方程中控制项与解的单调增性质
,

建立了双边不等式
,

为构造数学规划中的约束不等式找到一种巧妙的方法
。

但文献 【l] 的

局限性是显然的
,

最大的局根性是按具体问题给出的独特方法
,

而 没有提供更为普遍的理

论分析
,

缺乏一般性意义
,

特别是根本没有涉及残差关于解的弱单调性必须蕴涵强单调性

的重要的理论问题
。

文献 【2] 所讨论的内容已经增加了一般性意义
,

因为以微分方程最大

值原理为立论基础
,

这就开辟了用数学规划方法求解微分方程问题近似解的广泛的应用领

域
。

文献 【2] 所讨论的例题是传质方程
,

个别技巧多
,

推广文献【2] 的方法仍较困难
,

且

限于配点法和线性规划 ; 该方法也没有论及残差关于解的弱单调性必须蕴涵相应的强单调
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性问题
,

这是不足之处
。

但文献 ! 2] 较之文献 【l] 显然前进了许多
,

除上述的最大值原理的

应用以外
,

文献 【2] 还特别注意到一个极为重要的问题
,

即所求得的近似解是否满足数学

规划中的约束不等式
。

实际上
,

作者已经发现了在本文中强调指出的弱单调性必须蕴涵其

强单调性的最基本的理论问题
,

应该说这种发现本身就是很大的贡献
。

近 30 年来
,

关于数

学规划加权残值法在基础理论和方法诸方面没有大的突破
,

以上两文献具有代表性
,

其它

文章暂不一一详述
。

近几年来
,

我国在微分方程问题双边不等式数学规划解法方面已有较大的发展
。

在生成

数学规划加权残值法的基础理论方面
,

文献【3
,

4] 中阐明了残差关于解的弱单调性必须蕴涵其

相应的强单调性 ; 在具体方法上
,

我们已经把近年来已被广泛应用于机械优化设计的非线

规划技术 (如约束随机方向搜索法
、

罚函数法等 )与配点法 以及子域法结合起来
。

并且
,

所

求得的近似解
,

其误差界不象以前那样只是用残差的大小来标识
,

而是直接用更为直观的

待求函数的上边界和下边界来表示
。

这样
,

就可使算题人员不再为计算结果的误差问题感到

困惑
。

另外
,

在国外
,

数学规划加权残值法的应用领域已有明显的拓宽
。

据最新资料
,

给

出的 N a vi er 一 S ot k es 方程近似解
,

其精度之高和收敛速度之快是其它数值解法难以相比的
,

近似解的误差为 0
.

0 38 %
,

在 BI M 37 0 / 168 计算机上只需机时 5
.

61 秒
。

这表明本文简介

的方法具有很强的吸引力
。

上例是在流体力学中的应用
。

实际上
,

在工程最优控制方面
,

在有限元法的理论研究中也已开展了有成效的探索
。

根据国内外的资料
,

基本上可对本课题的研究价值进行状态判断
。

微分方程问题双边

不等式数学规划解法是一种新的半解析方法
,

解题方法和程序简单
,

微型计算机可解大型

题目
,

收敛速度快
,

计算精度高
,

误差界可直观表示
,

应用范围可望迅速拓宽
。

另一方面
,

各种数值解法的生成和发展都是由它的实用价值决定的
,

我们在展望双边不等式数学规划

解法应用前景的同时
,

还需要深人地研究其在适用性方面还存在哪些困难
。

2
.

双边不等式数学规划解法面临的问题

如上所述
,

该方法确实具有许多优点
,

但是
,

由于它生成的历史短浅
,

目前尚有若干

理论和方法上的问题函待解决
。

概括起来有以下问题
。

( l) 残差关于解的弱单调性蕴涵其强单调性的充分条件

微分方程问题双边不等式数学规划解法的最主要的理论基础是控制方程及定解条件的残

差关于解的弱单调性充分地蕴涵其强单调性
。

近十几年来
,

微分方程最大值原理的研究工

作已得到很大发展
,

对于多种类型的微分方程
,

已证明了最大值原理的存在性
。

在此基础

上
,

考虑到问题的定解条件
,

可证明其中许多问题确实存在着残差关于解的强单调性
。

由

于我们在建立数学规划约束条件时
,

需对残差进行加权积分
,

于是就出现了弱单调性是否

充分地蕴涵其强单调性的问题
。

文献 【51 曾证明了某些微分算子和微分方程问题在一定条件

下弱单调性蕴涵其相应的强单调性
。

实际上
,

这些条件还可以被减弱
。

从应用的角度来分析

具体微分方程问题时
,

要 比纯数学分析所要求的条件宽松许多
。

在具体的学科领域中如何

既保持在数学原理上的严密性
,

又能放宽条件
,

仍然是推广这种数值方法所面临的难题
。

对于更多的科技工作者来说
,

他们所期望的是
,

对某种新鲜而有效的数值方法由专业数学

工作者在理论上给出严格分析的同时
,

还能给出较为容易接受的初等描述
。

( 2 ) 试函数的选取
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为有效地应用本文提出的现代的数学规划加权残值法
,

通常以级数表示试函数
。

我们总

是希望试函数中的待定系数是安定的 「6] ,

也就是当级数取无穷多项时
,

每一个待定系数均

收敛于有界常数
。

为使计算精度随着试函数级数被截取的项的数目增加而提高
,

如何在选

择试函数时事先识别试函数中待定系数的安定性是推广数学规划加权残值法和提高计算精度

的鱼待探索的课题
。

( 3 ) 尚需大量算例的考验

本文所描述的双边不等式数学规划解法
,

其主要特点是
,

所求近似解的误差界是以直

观的形式表示的
,

而在此之前的文献
,

在误差估计中是以残差的大小来间接表示 的
。

我们

在此推荐的前一种数值解法
,

直至 目前
,

仍然缺少大量的各种具体算例的考验
。

1 2 ]
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